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Feuille 2 - Matrices : correction ?

Exercice 1. 1) Soit A une matrice de taille (m,n) a coefficients dans R et B une matrice de taille (p, q)
a coefficients dans R. Quand le produit de A et B est bien défini, écrire le coefficient générique de la
matrice AB.

Le produit est défini lorsque n = p ce qui donne

n
(AB);; = Zai,kbk,j 1<i<m;1<j<gq
k=1

2) Soit A, B, C trois matrices réelles carrés de taille n telles que B # C. A-t-on AB = AC = B=C"*?

Non, il suffit de prendre :

01 1 2 2 1
=(ha) (i) o= (3)
alorsona: AB= AC et B # C.

Exercice 2. Dans les cas suivants, calculer AB et BA si cela est possible.

a)
4 5 6 7
A:(O ¥ l)etB: -1 -2 -3 —4

462 0 1 0 1
Notons que A € Mag et A€ M3y donc AB € May et on a

4 5 6 7

0 3 1 -3 -5 -9 -11
as = ( M2 )= ( )
4 —6 2 0 1 0 1 22 34 42 54

b)

2 4 41
10 123 4 05
A=135 B_<234o>c_ 2 2
2 5 11
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On effectue d’abord la multiplication AB :

2 4 10 16 22 8
1 o|/1 23 4 12 3 4

AB=1| 3 5 (2340)‘ 13 21 29 12 | =P EMaa
2 5 12 19 2 8

Maintenant, on effectue la multiplication suivante : DC' = ABC

10 16 22 8 4 1 92 142
1 2 3 4 0 5 14 21
ABC =DC = 13 21 29 12 2 2 | | 122 188
12 19 26 8 11 108 167

Exercice 4. On considére les matrices a coefficients réels

1 3 4 -3 -1 4 -3
A—<2 4) B_<—2 1 1) C_(—Q 1>
Calculer (si cela a un sens) les produits AB, BA, AC, CA, BC, CB, B?. En déduire que A et C sont

inwversibles et préciser leur inverse.
(1147 (3 8

e=(a )5 7)= (7 %)

o= (5 )0 3) =00 5) ==

il s’ensuit que A et C' sont inversibles, et on a

On a

Al = f%c oo iy

4 -3 4 -3 -1 22 —-15 -7
cs= (5 ) (LT )T )
Noter que les produits BA, BC, B? ne sont pas possible ; par contre, on pourrait faire BB" de dimension
(2,2) et BT B de dimension (3, 3).

Exercice 5. Inverser la matrice

1 0 2
M=|0 -1 1
1 -2 0

r1+2x3 =y (L
—xo+x3 =y2 (L2)
Tr1 — 2352 = Y3, (L



d’abord on réecrit le systeéme sous la forme échelonnée reduite : L3 < Ly — Ly

r1 + 213 =1
—T2 + T3 = Y2
—2x9 — 213 = Y3 — U1,

pour éliminer xo dans L3 : Lg <+ L3 — Lo et on obtient

x1+2z3 =un
—T2+T3 =1Y2
—da; = (ys —y1) — 22,
il s’ensuit que
T1 =3y — Y2 + 3Y3
T2 = 791 — %yz - iy:&
r3 = i?h + %yQ — U3,

on peut réecrire ce systeme comme : X = NY avec

1 1
P A
N=1|37 —3 —1
SO R |
4 2 4

et on vérifie que : MN = NM = Id. (Cette méthode conduit automatiquement a l'inverse lorsque cela
est possible).

Exercice 6. Calculer ABC lorsque :

7T 2
2 -3 1 0
A=|5 4 1 3| ;B= _52,0:_126
6 -2 _1 7 3 1 3 5 7
6 0
On a
2 -3 1 0 5 ; 32 -1
AB=| 5 4 1 3 X =11 36 19 =D
6 —2 -1 7 91 7
0
donc
1 6 -35 59 185
ABC = DC = 36 1 ( 7>: 21 167 349
—70 217 595
Exercice 7. Soit la matrice
2 2
0 2 .
0 0
1) Trouver B € M3(R) telle que A =2I + B.
0 2 1
B=100
00
2) Calculer B? et B3.
0 0 4
B =0 0 0
0 00



0
B=1| 0
0

o O O
o O O

3) En déduire A™ pour tout n € IN.
On a d’aprés la formule du binome de Newton (ot I désigne la matrice identité de R3) :

A= @I By =Y (Z) BF (21"

k=0

alors )
n
A" = (2 + B)" BRIk ") Brarnt
wBr =3 (3t 3 (1) e
k=0 k=3
(i) Pourn =0, A" = 1.
(ii) Pourn=A, A=A =2+ B
(iii) Pour n > 2, notons que pour tout n > 3, on a B" = Oy, 4, alors le second terme est égale a 0. Par
conséquent on a pour tout n > 2 :

-1
A" = (2 + BY' = 2 Id+ n2 1B+ M= Don-2p2.
Exercice 8. Calculer le rang de la matrice
12 1 21
-1 1 2 31
A= 0 4 -4 40
1 5 -2 51

On écrit le systéme AX =0 que l’on met sous forme échelonnée :

r +2y 4z 42t +u =0
- +y 42z 43t +u =
dy —4z 44t =

r +by —2z +5¢ +u =0

Onfait Lo Lo+ Ly, Ly Ly— Ly :

r +2y +z 42t +u =0
3y +3z +5t +2u =
dy —4z 44t =
3y —3z +3t =

On fait Ly < L4y — Lo puis L3 < 3L3 — 4L4

r +2y +z 42t 4+u =0
3y  +3z 45t +2u =

—24z -8t —8u =0

—6z -2z —2u =0

La derniere ligne est 4 fois la 3éme. Ainsi, le systeme a exactement 3 pivots non nuls 1, 3, et —24. Son
rang est donc 3 (il y a 2 variables auxiliaires t, u et la dimension de l’espace des solutions est 2).



Exercice 9. Soit 0,0’ € R et
cosf) —sind
Ao = ( sinf  cos@ )
Calculer AgAg puis Aj oun € N*.
Il s’agit de matrices de rotations et en utilisant les formules de duplication pour cos et sin, on trouve :
AgAg = Aptor
ce qui implique que Af = A,y pour tout n € N et tout 0 € R.

Exercice 10. Soit la matrice

0o 1 -1
A= 4 -3 4
3 -3 4
Calculer A2 et en déduire A~L.
On a:
1 00
A2=[010
0 0 1

donc il s’ensuit que AA =1d donc : A~ = A.
Exercice 11. Soit m un réel. Calculer l’inverse des matrices suivantes lorsque c’est possible :

1 9 1 m -2
Az(4 _1>,B— 1 m+1 m-—2

En résolvant le systeme linéaire AX =Y on trouve :

1/1 2
-1 _ 1
AT = 9 < 4 -1 )
Pour la seconde matrice, on écrit le systeme

r+my—2z =1y
z+(m+1y+(m—2)z =y
204+ (2m+ 1)y + (2m —4)z = y3

que 'on met sous forme échelonnée par la méthode du pivot. On trouve :
T+my—2z=1y

Yy+mz=—yr+y2
mz=—y1 — Y2+ ys3

Ainsi la matrice est inversible si et seulement si m # 0 (elle est inversible si et seulement si elle a 3 pivots
non nuls). On trouve en remontant le systéeme

_2(mP41)  m242
m

3= L3

=1
m



Exercice 12. On considére les matrices de Ma(R) données par

(1) a-(2 )

1) Calculer P71,

2) Calculer B = P~1AP.

on a

donc

p=3 (5 L) (0 )= (58)

8) Montrer que pour tout n € IN, A" = PB"P~'. En deduire A™.
Le résultat est vrai pour n =0 et n = 1. Supposons le résultat vrai au rang n. Il vient

At = pprp-lppp~t = ppntip—t,

On conclut par réccurence sur n. D’ou

L1

n 1 0 n n el 2 2 2 2
B" = ) A" =PB"P =

03 L3 13

2 2 2

Exercice 13. Soit a,b, € R. Déterminer les matrices (2,2) qui commutent avec

(50)

On suppose (a,b) # (0,0) sinon toute matrice conviendrait. Puis, on écrit

(b a)(20)=(2 )0 0)

ce qui donne

bz=20
az =10
ay + bt = bx
bz=20

Donc z = 0. Supposons a # 0. Alors, y = @. D’ou les matrices recherchées sont paramétrées par x et

t:
0 t '

Sia = 0 alors b # 0 (car la matrice de départ est non nulle). Ainsi, ¢ = x. D’ou les matrices recherchées
sont paramétrées par x et y :
Ty
(52)



Exercice 14. Inverser les matrices suivantes (ci-dessous x € R) :

1 0 0 1 2 3
A= 0 cosx sinz s B=1 2 4 7
0 —sinx cosz 3 7 8

Pour la premiere matrice, il s’agit d’une matrice de rotation dans R? (autour de I'axe (Oz)) et rappelez
vous le résultat de 'exercice 9. On écrit le systeme linéaire AX =Y :

1 =Y
T9 COST + T3sinxT = Yo

—T9sinx + x3Cc0sT = Y3

ce qui donne comme inverse

1 0 0 1 0 0
A= 0 cos(—z) sin(—z) | = 0 cos(z) —sin(z)
0 —sin(—z) cos(—x) 0 sin(x) cos(x)

Pour la seconde matrice, on résout BX = Y et en mettant sous forme échelonnée réduite (calcul non
détaillé, la méthode étant la méme que dans 'exercice 11 par exemple), on en déduit

17 -5 —2
Bl'=| -5 1 1
-2 1 0

Exercice 15. Soit A, B deux matrices carrés t.q. AB = A+ B. Montrer que A et B commutent i.e.
AB = BA (Indication : introduire (I,, — A)(I,, — B)).

On a (I, — A)(I, — B) = I,,. Ainsi, (I,, — B) est inversible d’inverse I, — A. D’ou par définition de
I'inverse (I, — B)(I, — A) = I, ce qui entraine que BA=B+ A=A+ B = AB.

Exercice 16. Calculer A™ pour tout n € N lorsque A est donnée par

A:

S O W

1
3
0

w N O

Notons Id matrice identité de R3. On a A = 3Id + B,

010
B=| 00 2|,
0 00
et on obtient que
00 2
B*=(00 0 |,
0 00

0
et pourtout n >3ona:B"=| 0
0



2 n

n n

A" = (3 + B)" = BF@n"* BFn"*

remr =3 (1)ten 43 (1) pten
k=0 k=3

notons que Vn > 3 on a B" = Oy, 4, alors le second terme est égale a 0. Pour n = 0, A" = Id. Pour

n=1, A' = A. Pour tout n > 2 :

—1
A" = (3] + B)" = 3"1d + n3" "' B + "("2)

3" 2B%

Exercice 17. On prend comme corps de base K = R (c.a.d. on considére des matrices a coefficients
dans R). Soit x et y deux vecteurs colonne de taille (n,1). Soit A une matrice de taille (n,n) Calculer les
produits suivants :

- produit scalaire de x pary : xTy. A quelle condition x* x est-il nul ?

- produit extérieur de x pary : xy’. Calculer le produit (xy”)(zy’) en fonction de la matrice xy”
- forme bilinéaire : T Ay.

T

- produit scalaire = produit d’une ligne par une colonne :
n
STy =S m
k=1

produit extérieur de 2 par y : xy’ d’une colonne par une ligne donne une matrice (n,n) de coefficient
(ivj)a ZiYj
riyr - T1Yn
l‘yT _ . . .
TnYtr - TnlYn

On verra plus tard que cette matrice est de rang 1 car chaque colonne vaut exactement y;(z1, ..., )T
Ainsi, comme le rang de la matrice est égale au rang du sous-espace vectoriel engendré par les n colonnes
(voir chapitre matrice et chapitre espaces vectoriels), nous en déduisons bien que son rang vaut 1.

On constate que

T T

T T T T
vy xy =x(y )y = (y x)vy
——
€R
- forme bilinéaire :
ol Ay = Z Q4,5 Ty

1<ij<n

Exercice 18. Déterminer Uinverse M~ de la matrice

1 2 3
M=|01 2
0 4 6

En utilisant la meme méthode utilisé dans [’exercice 5 on trouve que

10 F
M7t={0 -3 1
0o 2
Trouver ensuite une matrice X de taille (3,3) telle que
1 0 0
2XM=[ 0 1 0
0 -2 1



Soit X € M33 tel que

1 0 0 1 0 0 0 0 O
2XM=10 1 0 |=1010]4+(0 0 0 |=Id+B8,
0 -2 1 0 01 0 -2 0
1 00
or, d’apreés la premiére question on a : MM =Id=| 0 1 0 donc
0 01
1 0 0
M7*M+B=[0 1 0
0 -2 1
on factorise par M a droite et on obtient
1 0 0
(M +BMHM={0 1 0
0 -2 1
donc par identification on a
(M~ + BM~YM =2XM
ce qui implique que
1
X = 5(z\rl +BM™Y,
donc . .
1 1 0 = 1 0 0 O 1 0 =
X:§ -3 1 +§ 0 0 O =3 0 -3 1
0o 2 06 —2 0o 8
Exercice 19. Calculer les produits de matrice
1 2 1.0 0 1 L -1 00
2 1 0 O
1 -1 0 0 O 0 3 5 0 0
A=(o0 o o1 -1 5 | .B=
0 0 2 —4
00 02 -2 -1 0 0 5 o
0o 0 01 -3 4 00 1 1

On peut effectuer le produit car A € M5 et B € Mg 4 et on a

8§ 6 1 1
-1 -2 0 0
AB = o 0 2 3
0 0 -7 =5
0o 0 -9 6

Exercice 20. 1) Montrer que Tr(AB) = Tr(BA) pour toutes matrices carrées A, B, de taille (n,n).
2) Que dire d’une matrice A a coefficients réels qui vérifie Tr(AAT) =0 ?



1) On a

Tr(BA) =YY biari =Y Y aribi = Y Y akibix

et donc ces deux quantités sont bien égales (indices muets).
2) L’équation Tr(AAT) = 0 équivaut a

et la somme des n? carrés est nulle si et seulement si a;; = 0 pour tout 1 <7,j < n. Ainsi, A = 0.
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